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Aufgabenstellung

» Entwicklung einer Chomsky-Grammatik, mit der der nicht-negative
Logarithmus log,(n) einer beliebig gegebenen natiirlichen Zahl n mit
n > 1 zur Basis b > 2 berechnet wird

» Gesucht: eine Grammatik G, die folgende Sprache erzeugt:

L(Gpogy) = {a'°9r™|neN =1 Ab €B =2 AN,B S N}
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Chomsky - Grammatik

|ldee - Allgemeine Grammatik - Regeln
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Die ldee

Idee: Logarithmus durch simple Operationen berechnen
Logarithmus: Wie oft muss N durch B geteilt werden bis Eins erreicht wird?

Division: Wie oft muss B von N abgezogen werden, bis Null erreicht wird?
Startkodierung von log,n in §; = N* und S, = B?

Startwort: S — LS;IS,RD

Terminalsymbole: a
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Allgemeine Grammatik

Grog1 = (Vs U V; U{L,N,1,B,R,D,Z,M,X},{a},P'y UP', UR,S),
mitP'y={w » N|lw »a €eP;}JUuP; \ {w - a € P;})

sowie P'y ={w - Blw - a €P,}U (P, \ {w —»a €P,})
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Regeln

1.

N o0 o1 AW N

S - LS{IS,RD
LNIBB - X

XB - X

XRD — ¢
NNIBB - NNBB
NB - M

NMB - M

10.
1.
12.
13.
14.

LMB - LM

NMR - NS,RM
LMR - LRZM

RZM — NRZ
NNRZD — NNS,RDZ
LNRZD - a

a/Z - aa
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Ausnahmen testen - Regel 2 bis 5

1. S _)L51152RD > N=1: logb1=0
2. LNIBB - X » Regeln 2 bis 4 produzieren ein ,,leeres
3. XB > X Wort
» Andere Logarithmus - Ausnahmen mussen
G XRD = nicht berucksichtigt werden, da:
5. NNIBB - NNBB neN 21 ANb eB >2ANB SN

» Wenn die Ausnahme gepruft wurde, wird
das I entfernt und die Berechnung kann
beginnen
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Division /5 - fortlaufende Subtraktion

6. NB - M » Regel 6 & 7: entferne so viele N‘s wie B‘s und flge
7 NMB > M M als Zahler ein

5. LMB - LM
9. NMR - NS,RM

» Regel 8: Falls ein Rest entsteht beim Dividieren, d.h.
B‘s bleiben ubrig — losche die ubrigen B°s

» Sobald der Zahler am rechten Rand angekommen ist,
wurde einmal die Subtraktion durchgefuhrt

» Regel 9: fuge die Basis wieder ein und verschiebe
den Zahler hinter den rechten Rand
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Neustart der Division

10. LMR - LRZM » Regel 10: Wenn eine ,,Runde“ Division fertig ist,

\ RZIM = NRZ es sind kemg N‘s ode"r B‘s v.orharlden, wird ein
neuer Logarithmus Zahler eingefugt: Z

12. NNRZD - NNS,RDZ

Division muss ,,neugestartet® werden

Regel 11: Fur jedes M wird ein neues N eingeflugt
und am rechten Rand vorbeigeschoben

» Regel 12: Die Basis wird wieder eingefugt, um
Division neu zu starten
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Terminierung

13. LNRZD - a » Sobald keine Reste mehr von einer Division ubrig sind

kann in Terminalsymbole umgewandelt werden
14. aZ - aa

» Das erste Terminalsymbol bewirkt die Umwandlung
von allen Z‘s in Terminalsymbole und die Grammatik
terminiert
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Anwendung der Chomsky-Grammatik
log,8
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Beispiel - log,8 - (1)

S, = a8,5, = a* » Initiierung durch das Startwort
S — LN8IB?RD

LNNNNNNNNIBBRD - LNNNNNNNNBBRD
LNNNNNNNNBBRD - LNNNNNNNMBRD
LNNNNNNNMBRD - LNNNNNNMRD
LNNNNNNMRD — LNNNNNNS,RMD
LNNNNNNBBRMD — LNNNNNMBRMD
LNNNNNMBRMD — LNNNNMRMD
LNNNNMRMD — LNNNNS,RMMD

Regel 5 wird angewendet

Regel 6: Subtraktion

Regel 7: Subtraktion

Regel 9: Subtraktion beginnt neu
Regel 6: Subtraktion

Regel 7: Subtraktion

vV v v v v v Vv

Regel 9: Subtraktion beginnt neu
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Beispiel - log,8 - (2)

LNNNNBBRMMD — LNNNMBRMMD
LNNNMBRMMD - LNNMRMMD
LNNMRMMD — LNNS,RMMMD
LNNBBRMMMD - LNMBRMMMD
LNMBRMMMD — LMRMMMD
LMRMMMD — LRZMMMMD
LRZMMMMD - LNRZMMMD
LNRZMMMD — LNNRZMMD
LNNRZMMD — LNNNRZMD
LNNNRZMD — LNNNNRZD

Regel 6: Subtraktion

Regel 7: Subtraktion

Regel 9: Neuanfang der Subtraktion
Regel 6: Subtraktion

Regel 7: Subtraktion

Regel 10: Ende der ersten Division

Regel 11: Fur jedes M ein neues N

vV v v vV v v VY

Initiierung der nachsten Division
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Beispiel - log,8 - (3)

LNNNNRZD — LNNNNS,RDZ
LNNNNEBEBRDZ — LNNNMBRDZ
LNNNMBRDZ — LNNMRDZ
LNNMRDZ — LNNS,RMDZ
LNNBBRMDZ — LNMBRMDZ
LNMBRMDZ — LMRMDZ
LMRMDZ — LRZMMDZ
LRZMMDZ — LNRZMDZ
LNRZMDZ - LNNRZDZ

Regel 12: Neustart der Division
Regel 6: Subtraktion
Regel 7: Subtraktion

Regel 9: Neustart der Subtraktion
Regel 6: Subtraktion

Regel 7: Subtraktion

Regel 10: Ende der zweiten Division

Regel 11: Fur jedes M ein neues N

vV vV v v vV v v VvV Y

Initiierung der nachsten Division
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Beispiel - log,8 - (4)

LNNRZDZ — LNNS,RDZZ
LNNBBRDZZ — LNMBRDZZ
LNMBRDZZ — LMRDZZ
LMRDZZ — LRZMDZZ
LRZMDZZ — LNRZDZZ
LNRZDZZ - aZZ

alZlZ — aaZ

aa/ — aaa
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vV v v v vV Vv

Regel 12: Neustart der Division
Regel 6: Subtraktion
Regel 7: Subtraktion

Regel 10: Ende der dritten Division
Regel 11: Fur jedes M ein neues N

Regel 12 funktionier nicht mehr, da
nur noch ein N vorhanden

Regel 13 wird angewandt und
Terminierung startet mit Regel 14



Komplexitat

Speicher und Laufzeit

Chomsky-Grammatik zur Logarithmusberechnung - Valentin Wesp, Christoph Saffer und Elina Wiechens




Speicher

» Das langste Wort ist das Startwort: LS;IS,RD — LN™IBPRD
» Startwort besitzt die Lange: n+ b + 4

» Im Weiteren wird dieses Wort verandert und wird nicht wieder diese Lange
erreichen

=) O(n+b)
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Laufzeit (1)

» Wir gehen davon, dass jeder Schritt eine Zeiteinheit ausmacht
» Startschritt: 1

Schritte

N——"

» Fur jede Division benotigt man (b + 1) - (%
» Anzahl Divisionen: (Z”Ogbn](b +1)- "l_) ( flogb?ﬂ b. ) (Z[logbn] n)

» Anzahl an Neustart der Division: ¥|-°9>"! (bﬁ ) (Z”"gbn] - ) +3- [logyn]

Runden: (b — 1) - [logpn]
Ende: [log,n]
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Laufzeit (2)

bt bt
» Auflosen der ersten beiden Summanden zu:

b-(n—-1) on-1 . . b+2 . .
Tt 2 —— =(n-1) — = (n—1):-4 € 0(n)

T (DM p e ) w2 (B2 ) + (0 = 1)+ Tlogpn] + 4 - [logyn

» Auflosen der restlichen Terme:

(b+3)- |logyn] € 0(b - logyn)

» On+b- logyn)
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Numerisches Verfahren

Vergleich des Algorithmus mit einem numerischen Verfahren, das auf
fortgesetzter Division durch b beruht
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Numerisches Verfahren

log,8 = x Z=0
8/2= Z=1
4/2= 7=2
2/ = Z=3

» Laufzeit: O (logpn)
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Laufzeitanalyse
fur b = 2

“ Chomsky-Grammatik
. O(n+2- log,n)
°© Numerisches Verfahren

: : //"' O(log,n)
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Habt ihr noch Fragen?

Ansonsten, Danke fur eure Aufmerksamkeit
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