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Aufgabenstellung
● Herleitung der Formel für Flüssigkeitsvolumen V im liegenden Zylinder (geg.: 

Radius r, Füllhöhe h, Länge L)
● Reaktionsnetzwerk, zugehörige Massenwirkungskinetik und geeignete 

Belegung der Ratenkonstanten so dass r, h und L durch initiale 
Stoffkonzentrationen ausgedrückt werden

● Stoffkonzentration der Ausgabespezies nähert sich asymptotisch dem 
gesuchten Volumen V an

● Winkelfunktion mittels Taylorpolynom 5. Grades annähern



Mathematische Grundlagen
● Grundsätzliche Herangehensweise
● Berechnung der Kreissegmentfläche aus Radius r und Füllstand h
● Berechnung des Füllstandes

● Herleitung der Taylorreihe mit Restfehler 5%



Grundsätzliche Herangehensweise
● Volumen eines Kreiszylinders

V =       πr²      *    L

Kreisfläche  Zylinderlänge

● Volumen der Füllstandes

V = Kreissegmentfläche * Zylinderlänge



Berechnung der Kreissegmentfläche
Kreissegment       Kreissektor Dreiecksfläche

   A = AKreissektor - AGl. Dreieck A = πr² * ɑ/2π = ɑ/2 * r²



Berechnung der Kreissegmentfläche (2) 
● Fläche des gleichschenkligen Dreiecks

(aus Radius r und Füllstand h)

ɑ = 2 * arccos ((r-h) / r)

A = 0,5 * x * (r-h)

x = r * sin (ɑ/2) = 2 * r * sin( arccos ((r-h) / r) )

mit sin (arccos(β)) = sqrt(1-β²)

A = (r-h) * sqrt(2*r*h - h²)



Berechnung der Kreissegmentfläche (3)
● Fläche des Kreissegmentes

A = AKreissektor - AGl. Dreieck

A =  ɑ/2 * r² -  (r-h) * sqrt(2*r*h - h²) mit ɑ = 2 * arccos (r-h / r) 

A = r² * 2 * arccos (r-h / r) - (r-h) * sqrt(2*r*h - h²)



Berechnung des Füllstandes
● Volumen der Füllstandes mit Zylinderlänge L

V = Zylinderlänge * Kreissegmentfläche

V = L * (r² * 2 * arccos (r-h / r) - (r-h) * sqrt(2*r*h - h²)



Berechnung des Füllstandes (2)
● Probe für 0 ≤ h ≤ 2r

A (h=0) = 0

A (h=r) = 0,5 * π * r² (halbe Kreisfläche)

A (h=2r) = π * r²



Taylorreihe von arcsin(x)
● Verwendung der Taylorreihe von für arccos(x) für COPASI 

arccos(x) = π/2 - arcsin(x)

● Reihe von arcsin(x) kann eingesetzt werden
● Bestimmen der Taylorreihe von arcsin(x)

 



Taylorreihe von arcsin(x) (2)
● unter Verwendung der binomischen Reihe

● für den Binomialkoeffizienten gilt

● Integraldarstellung des Arkussinus



Taylorreihe von arcsin(x) (3)
● Integration der binomischen Reihe und Definition des Binomialkoeffizienten

● als Summe

● Eingesetzt in arcsin

arcsin(x)  



Taylorreihe von arccos(x)
arccos(x) = π/2 - arcsin(x)

arccos(x) = π/2 - 

● Abschätzung des Fehlers mit Lagrange-Restglied



Chemischer Analogcomputer
● Variablen ≙ Stoffe
● Zustand der Variable ≙ 

Zeitverlauf der Stoffkonzentration
● Änderung des Zustandes ≙ 

chemische Reaktionsgleichung



Grundrechenarten - Addition



Grundrechenarten - Subtraktion (nicht-negativ)



Grundrechenarten - Multiplikation



Grundrechenarten - Division



Zerlegung der Gleichung



Zerlegung der Gleichung

r * r h / r = x1
1 - x1
Taylor

 

r - h
2 * r * h = x2
h * h = x3
x2 - x3 = x4
sqrt(x4)

Multiplikation Multiplikation 

Subtraktion 

Multiplikation mit L 



Spezialfälle
Randbedingung: 0 ≤ h ≤ 2 * r



Spezialfälle
Randbedingung: 0 ≤ h ≤ 2 * r

nicht-negative Subtraktion führt zu einem falschen Ergebnis



Behandlung der Spezialfälle

x1 = 3
x2 = 5

x1 - x2 = yp, yn

yp ≈ 0
yn ≈ 2



Spezialfälle
Randbedingung: 0 ≤ h ≤ 2 * r

nicht-negative Subtraktion führt zu einem falschen Ergebnis



Behandlung der Spezialfälle
Berechnung des Vorzeichens: 

sgn = yp - ( yp - (yn + 1))

If (sgn > 0) then:
arccos(x)

if (sgn ≈ 0) then:
2 * (0.5 π - arccos(x)) + arccos(x) 



Spezialfälle
Randbedingung: 0 ≤ h ≤ 2 * r

nicht-negative Subtraktion führt zu einem falschen Ergebnis



Behandlung der Spezialfälle
Berechnung des Vorzeichens: 

sgn = yp - ( yp - (yn + 1))

If (sgn > 0) then:

if (sgn ≈ 0) then:



Umsetzung
Entwicklung eines Referenzprogrammes in Python

def calc(r, h, l):

a = r**2 * math.acos(1-(h/r))-(r-h) * 
math.sqrt(2*r*h-h**2)

v = a * l

print("Volumen: ",v)



Umsetzung

def acos_taylor(x):

return 1.571 - 
(x + 0.167 * x**3 + 
0.075 * x**5 + 
0.045 * x**7 + 0.03 
* x**9)



Ergebnisse

r = 0.1

h = 0.1

l = 0.1

Zeit bis 5% Abweichung: 
26.000 Sekunden

Nach 150.000 Sekunden: 
3,12 %



Ergebnisse

r = 10

h = 10

l = 10

Zeit bis 5% Abweichung: 
18.000 Sekunden

Nach 150.000 Sekunden: 
1,02 %



Ergebnisse

r = 50

h = 50

l = 50

Zeit bis 5% Abweichung: 
96.000 Sekunden

Nach 150.000 Sekunden: 
0.87 %



Ergebnisse

r = 1000

h = 1000

l = 1000

Nach 2 Mio. Sekunden: 
0.23 %



Was ist der Unterschied zu 
Gleitkommaberechnungen?



Entwicklungsaufwand
● 97 Spezies
● 152 Reaktionen
● Zerlegung in 52 Gleichungen



Fazit
● Umsetzung mit Analogcomputer möglich
● Entwicklungsaufwand deutlich höher als Programmierung in Hochsprachen
● Wahl der korrekten Betrachtungszeit nicht trivial
● COPASI ist keine IDE



Fragen?
Haben wir Euch noch im Boot?



Quellen
● Vorlesungsunterlagen Molekulare Algorithmen, T. Hinze, 

https://users.fmi.uni-jena.de/~hinze/molekulare-algorithmen-vorlesung1.pdf
● Projekt über Modellierungskonzept eines chemischen Analogcomputers, der 

auch negative Zahlen verarbeitet, H. Happe, 
http://cmc11.uni-jena.de/hinze/vortrag-happe.pdf

● https://de.wikipedia.org/wiki/Kreissegment
● https://nickhigham.wordpress.com/2017/08/31/how-fast-is-quadruple-precisio

n-arithmetic/

https://users.fmi.uni-jena.de/~hinze/molekulare-algorithmen-vorlesung1.pdf
http://cmc11.uni-jena.de/hinze/vortrag-happe.pdf
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